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PEEFAZIONE 



Quali fra gli enti geometrici si possono definire, e quali 
occorre assumere senza definizione? 

E fra le proprietà, sperimentalmente vere, di questi 
enti, quali bisogna assumere senza dimostrazione, e quali 
si possono dedurre in conseguenza? 

L'analisi di queste questioni, appartenenti ad un tempo 
alla Logica e alla Geometria, forma l'oggetto del presente 
scritto. 

Onde non far lavoro vano in queste ricerche, gièi og- 
getto di molti studii, bisogna attenerci rigorosamente alle 
regole: Usare nelle nostre proposizioni solo termini di 
valore pienamente determinato; ben precisare cosa si in- 
tenda per definizione e per dimostrazione. 

I termini di cui ci serviamo nelle nostre proposizioni 
appartengono in parte al linguaggio comune,' o alla Logica, 
in parte alla Geometria. I termini appartenenti alla Logica 
sono nel linguaggio comune innumerevoli; ma in un mio 
precedente opuscolo (*) già feci vedere come con un numero 



(') Arithmetices principia, nova methodo exposita. Torino 1889. 

Lo studio delle principali operazioni di Logica è dovuto a G. Boole (V. ivi). 
Servendomi degli studii del Boole, e di altri, riuscii pel primo, nell'opuscolo 
menzionato, ad esporre una teoria usando puramente segni aventi significato 
determinato, o mediante definizione, o mediante le loro proprietà. 



Digitized by 



Google 



— 4 — 

limitatissimo di convenzioni si possano esprimere tutte le 
relazioni logiche di cui abbiamo bisogno. 

Per un più ampio studio delle proprietà delle opera- 
zioni e relazioni logiche qui introdotte rimando all'opu- 
scolo menzionato. Qui mi limiterò ad un breve cenno sul 
significato dei segni, e a dare nelle note degli schiari- 
menti, in guisa che si possano senz'altro intendere le for- 
mule di questo scritto. Si ha cosi il mezzo di esprimere 
le proposizioni di Geometria sotto una forma rigorosa, che 
invano si desidererebbe dal linguaggio comune, e la solu- 
zione delle questioni proposte riesce di molto agevolata. 

Nel presente scritto mi son limitato a quelle proposi- 
zioni fondamentali di Geometria, in cui non comparisce il 
concetto di moto, ossia ai fondamenti della Geometria di 
posizione. Si vede in esso che, partendo dai concetti non 
definiti di punto e retta limitata, si possono definire la 
retta illimitata, il piano e le sue parti, come pure le parti 
dello spazio. Riesce pure possibile riconoscere, fra le pro- 
posizioni, quelle (assiomi) che esprimono le più semplici 
proprietà degli enti considerati, e quelle (teoremi) che si 
possono dedurre da altre più semplici. 

Nel § 1 sono spiegati, in linguaggio comune, i segni 
degli enti non definiti. 

Nel § 2 trovansi tutte le definizioni di cui qui si fa 
uso. Nel successivo sono contenute le proposizioni che 
dipendono solo dalle definizioni e dagli assiomi logici. 

Nei §§ seguenti sono enunciati gli assiomi ; ogni assioma 
è seguito dai teoremi che ne sono conseguenza. Cosi ad es. 
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la prop. 6 del § 11 si dimostra senza ricorrere agli as- 
siomi dei §§ seguenti; ma non si può, o meglio, io non so 
dedurla dai soli assiomi contenuti nei §§ precedenti. 

Da quest'ordine nelle proposizioni risulta chiaro il va- 
lore degli assiomi, e si è moralmente certi della loro in- 
dipendenza. Si avrebbe ancora potuto segnare accanto ad 
ogni proposizione gli assiomi da cui dipende. Invece per 
scopo didattico converrebbe ordinare le proposizioni a 
seconda del soggetto; p. e. prima quelle che trattano dei 
segmenti, poi quelle sui raggi, sulla retta indefinita, sul 
triangolo, ecc. 

Se nel presente saggio la soluzione delle questioni pro- 
poste ha raggiunto l'assoluto rigore, non può dirsi che 
essa abbia pure raggiunta la semplicità. Una semplifica- 
zione notevole si otterrebbe ordinando nel modo che già 
si disse le proposizioni. Altre semplificazioni possono pro- 
durre ricerche ulteriori. 

Sarò lieto del faticoso lavoro fatto nel comporre e 
ordinare queste formule, se il mio scritto contribuirà ad 
escludere dalla Geometria elementare molte idee mal 
determinate ed inutili, ottenendo così rigore e semplicità. 

Torino, Giugno 1889. 
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NOTAZIONI DI LOGICA E ABBREVIAZIONI 



Il segno si legge 

P proposizione. Esso comparisce solo nelle citazioni ; così in un paragrafo 
qualunque P7 indica la proposizione 7 di quel paragrafo; §2P5 in- 
dica la proposizione 5 del § 2. 

K classe, o categoria di enti. Nelle formule seguenti esso è sempre sus- 
seguito dal segno 1, che significa punto ; la formula K 1 si legge una 
classe di punti, o figura geometrica. 

e è, o sono. La formula aeb sì legge « a è un & », ovvero « a è un 
individuo della classe b ». Invece a,b€c si legge €aeb sono dei e ». 
Quindi le formule ael, e a, bei si leggono ris})ettivamente « a è un 
punto », * a e b sono dei punti ». Il segno € è l'iniziale greca delle 
parole è, sono. 

n e. Esso indica la congiunzione. Se a e b sono classi, ar\b indica ciò 
che è ad un tempo a e b, Se a e b sono proposizioni, la stessa for- 
mula indica Taffermazione simultanea delle due proposizioni. Questo 
segno si sopprime fra le proposizioni, e quando non vi sia pericolo 
d'ambiguità. 

u 0. Esso indica la disgiunzione. Si osservino le proprietà commutativa 
e distributiva delle operazioni indicate coi segni n e ^ , e che cia- 
scuna è distributiva rispetto all'altra. 

— non. Quindi —e si legge non è; a — eb si legge «a non è un è». 

\ nulla, o assurdo. Questo segno ha il primo significato trattandosi di 
classi, il secondo se di proposizioni. 
Il segno X è l'iniziale rovesciata della parola vero. 

3 è contenuto, o si dedicce, secondochè si tratta di classi o di proposi- 
zioni. Esso è l'iniziale rovesciata della parola contiene. • 

= è eguale. Trattandosi di classi o di proposizioni, la relazione a=zb 
indica la coesistenza delle due relazioni «oft, e 6oa. 
Se a e b sono proposizioni contenenti degli enti indeterminati x,y 
(oltre ad altre lettere), allora la scrittura aQx,yb significa < qua- 
lunque siano a? e y, da a si deduce & », e la scrittura a = x^yb signi- 
fica €Ì& az=zb è un'identità rispetto ad a; e ^ ». 
[a; e] a, ove a sia una proposizione contenente la lettera x , indica la classe 
formata dagli as per cui è vera la proposizione a, ossia le radici della 
condizione a. Di questo segno faremo uso solamente nelle definizioni 
del § 2. 
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(a, b) [x, y] f, ove f sia una formula contenente le due lettere a: e y, indica ciò 
che diventa quella formula ove al posto di a; e y si legga a e b. 
Useremo questo segno soltanto in alcune dimostrazioni. Queste due 
ultime convenzioni sono casi particolari di altra che qui non esporremo. 

T ^ * 1 Q"®^'^ abbreviazioni compaiono solamente nelle dimostrazioni. 

Le parentesi ) | racchiudono le dimostrazioni. 

Colle lettere a, &, ..., z indicheremo, come d'uso, enti indeterminati qua- 
lunque. Non ci serviremo a questo scopo né di maiuscole, né di accenti. 

Useremo come in Algebra le parentesi ( ) per indicare Tordine in cui 
si devono raggruppare i varii- segni d'una formula. Serviranno pure 
allo stesso scopo i segni di punteggiatura . : .*. :: ecc. Onde inter- 
pretare una formula divisa coi punti, prima si riuniranno i segni 
non separati da alcun punto, poi quelli da uno, poi quelli da due, 
e così via. I punti si tralascieranno quando non siavi pericolo di 
ambiguità. 

Dei segni precedenti bastano per enunciare le prop. (teor. ed assiomi) 
i 7 seguenti: €, <^, ^i— »A»Di=* L'ultimo ha la stessa forma, ma 
un significato più esteso, che in Algebra. I segni e ^, benché 
utili, non sono necessarii, potendosi, al posto di a «3 6 scrivere 

«-& = Ai 
e al posto di a u ^ scrivere 

_((_a)n(-6)). 

Si noti che la corrispondenza fra i segni e, ri , u , ecc. e le parole 
é,e,o,ecc. é solo approssimata; invero queste parole hanno nel lin- 
guaggio comune diversi significati, di cui uno solo corrisponde a 
quei segni logici. 
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PRINCIPn PI GEOMETRIA 



§ i. Ponto e segmento. 

Il segno 1 leggasi punto. 

Il segno =, Arai due punti^ indica la loro identità (coincidenza). 

Se a, & sono ponti, con aò intenderemo la classe formata dai ponti 
intemi al segmento od. Qoindi la formola e e ab significa < e è on 
punto intemo al segmento ab ». 

Assiomi siU segno =. 



1. 


a = a. 


2. 


a = b. = .b = a» 


3. 


2 = &.& = c:o.a = c. 




Assiomi sui sementi. 


4. 


a,&€l.o.a&€Kl. 


5. 


a,b,c,del.a = b,c = d:0'ac^=:bd. 



§ 2. Deflnisioni. 

1. a, & € 1 . .-. a'& = : 1 . [^ e] {b € aaf). 

2. a, & e 1 . .-. ay = : 1 . [tì? e] (a € xb). 

3. a € 1 . ft € K 1 : /. afe = : 1 . [a? €] (y € /t . ^ € ai/ : *- = y a)- 

4. » : ,-. a'ft = :1 . [a? €] (y € ft .07 € a'y : - =y a)- 

5. » : .•. afe' = : 1 . [a? e] (y € ft . a? € ay' : - = y a)- 

6. ;ì, ft e K 1 : .-. M = : 1 . [a? ej (1/ € ^ . 05? € 1//1 : - = y a)- 

7. » : D .-. ^'/i = : 1 . [a? €] (1/ € A .07 € i/A : - = y a)- 

8. » : 3 .• . ^ft' = : 1 . [o? € 1(1/ € ^ . o; € i/ft' : - = y a)- 

9. A€K1.o.^" = ;ì^'. 

10. 2 = [a? e] (a, & € 1 . a - = & . 0? = (a&)" : - = a, * a)- 

11. a, &, e € 1 . : : a, &, e € a . = .-. r € 2 . a, &, e € r : - = r A- 

12. 3 = [o? e] (a, &, e € 1 . a, &, e - € Gl.o; = (a&c)" : - = «,6,0 a)- 

PitAMo — Principii di Q90m9tria. ^ 
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13. a, &, e, d € 1 . : : a, &, c, d € Gp . = / .p € 3 . a, &, e, f^ €p : - = p A- 

14. Gnv . = .[x €]{x eKl : Uyb ex .0 a,b * ab x). 

Abbreviazioni, 
abc = a{bc) . a'bc = a^bc) . aVc = a\Vc) . abcd = aipcd) . ecc. 

§ 3. Teoremi. 

Sulle definizioni 1 e 2. 

1. a, & € 1 . .-. e € a'& . = : e € 1 . 6 € oc. )P1 = §2 Pl( 

2. a, &, e € 1 • : e € a'& . = . & € oc. jPl o P2j 

3. a, &, e € 1 . : e € a&' . = . a € c&. ) §2 P2 o P3( 

4. a, &, e € 1 . D : a € ftc . = . & € oc' . = . e € ft'a. jP4 = : P2 . P3( 

5u^ definizioni 3, 4, 5. 

5. a € 1 . A € K 1 : ::: a? € afe . = : : a? € 1 .*. 2/ € ft . a? € ay : — = y A- 
!P5 = §2P3( 

6. a€l./i€Kl:o. •.£!?€ afe. = :a?€l.fto a'a?-= A- !P6= P5( 

7. > :o.-.a?€a'ft. = :a?€l.ftriflW7- = A- 

)P7 = §2P4( 

8. » : .-. 0? € a/t' . = : a? € 1 . ft o ii/a — = A- 

)P8 = §2P5( 

9. a,&€l.ft€Kl:o:&€aA. = .a€ 6ft'. !P6 . P8 : o P9( 

10. a € 1 . ^, ft € K 1 . ^ /& : . a^ afe. 

11. » » : . a'/t a'/t. 

12. » » ro.a^'oaft'. 

jHp . P8 ; .-. 0? € a^' . = : 0? € 1 . ^ n o/a - = A-D-^€l.ftri 
tì/a - = A : = . 0? € afe' : Ts. j 

13. a € 1 . ^, ft € K 1 : . a (^ u ft) = a^ u a/t. 

14. » :0'a'{h^h) = a'h^a'k, 

15. » : ^ . a (^ u fty = aTi' u ah', 

16. a € 1 . ft € K 1 . ft = A : D : afe = A • «' ft = A • «^' = A- 

fi'w^ definizioni 6, 7, 8. 

17. h,k eKl :o ::: X ehh . = :: X el.\yeh,zeh.xeyz:—=y^s/^. 

18. » :::xeh'k.= » » xey'z » 

19. » ::: xehV .= » » a? e y^' » 
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20. h,ìiyUKl.h:)ìi:^:hl:)ìa.mon'l.ht!:) hi'. 

21. h,h,UKl:o:ihyjk)l = hlyjkl.{hyjhyi = h'luh'l.(huhy 

= Myjhl\ 

22. h,keKÌ.h = js^:o. hk = h'k = hV = /^. 

Sulla definizione 9. 

23. ft € K 1 • ; : ^ € ?t'' • = /. 2/, ;2r € ft . a? € 2/'^ : - = y,* A- 

24. ;ì, ft € K 1 . ^ ft : D . ;ì" ft". 

25. a€l.ft€Kl.&€ft:o.(a&)"o(afty'. 

Sulle definizioni 10 e 12. 

26. 0? € 2 . = .% a, & € 1 . a - = & . 0? € («&)" : — =a,6 A« 

27. a,&€l.a- = &:o.(a&y'€2. 

28. a? € 8 . = .-. a, &, e € 1 - GÌ. a? € (a&cy :- = «,&, e A- 

29. a, &, e € 1 - GÌ. . (afte)" e 8. 

SuUa definizione 14. 

30. h € Gnv. = .-. ^€K 1 : a, 6 € ^ . a,6 . a&o^. 

31. /t, ft € Gnv. . Ti n ft € Gnv. 

jHp. .• . ^, /i € K 1 : a, & € ^ . a, 6 . a& ^ : a, & € ft . a, 6 . a?> D ft 
.*. .-. Ti o ft € K 1 : a, & € ^ n ft . 9a,6 . a& D ^ft .'. . Ts(. 

32. ft € Gnv. ^€Kl.Zoft.a€ft:o.a/oft. 

33. ft € Gnv. a, è, e € fe : . a&c o ft. 

34. ft € Gnv. a, &, e, e? € ft : . a&cc? o /t. 

35. ft € Gnv. a, & € ft : D . (a&y o ft". 

§ 4. Assiomi I« II« III, IV. 

Assioma L 

1. 1- = A. 

Assioma IL 

2. a€l.D.*.a7€l.a?-=:a:-=:a;A- 

Assioma HI. 

3. a€l.o.aa = A- 
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Teoremi. 
4. a, &€l.a = &:o.a& = A- IHP- D . a& = aa = a( 

a, &€l.C€a&:o.a — = &. jHp. o : a& - — a • P5 • D T8.( 
a,&,C€l.&€a'c:D.&- = a. )P7 = P6( 

8. a€l.ft€Kl:o.a-€ a'ft. 



9. a,&€l.a- = &:D.a6- = A- 

10. a,&€l.a& = A:D.« = 2>- }P10 = P9( 

11. a,&€l.o:a = &. = .a& = A. )P11 = : P4 . P10( 

12. a,&€l.a- = &:o.&€ a! ab, 

)Hp. . a& - = A • D • «^ '^ ^^ - = A • D • Ts.( 

§ 5. Assiomi V, VI, VII. 

Assioma V. 

1. a, & € 1 . . aft = &a. 

2. a, & € 1 . . a'& = &a'. 

jHp : : 0? € a'6.=.6 € 00? . = • 6 € a?a . = . a? € &a' : D Ts( 

3. a, & € 1 . ft € K 1 : : & € a'/t . = . a € Vh. jHp . §3 P7 : o : & e 

a'ft. =^ . ft n a& — = A • = • '^ '^ *^ " = A • = ^ € &'ft : . Tsj 

4. a, &, e, c^ € 1 . : a6 o ce? - = A • = • « € &'cc^ . = . 6 e a'cc? . = • 

e € f?'a& .z=z.de dai). 

5. » .o:a'6ncrf- = A. = .0€6 (ce?)' . = . & e ocei . = 

. e € c^'a'ò . = .<:?€ doli). 

6. » .o:a'&nc'd- = A. = .0€&(c'c^y.=.&€ac'cZ.= 

.e €c^(a'6)'. = .(;?€ ca'&. 

8. » .r^.h!h = m\ 
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Assioma VI. 

Teoremi. 

10. a, & € 1 . . &- €a&. )Hp . P9 . PI : : 6 - e &a .&a=a&:oTs( 

li. a,ft€l.C€a&:o:c- = a.c- = &. iPll = : P9 . P10( 

12. a, &€l.C€a'&:o:c- = a.c- = &.a- = &. 
)P12 = :Pii.§4P7( 

13. a € 1 . . a'a = A- 

14. a € 1 . . a'' = A- 

15. a € 1 . /i € K 1 : . a - € a/(. 

Assioma VII. 

16. a,&€l.a- = 6:o.a'&- = A- 

17. a,&€l.o:a'& = A. = .a = &. )P17 = :P16.Pi3( 

18. a,&€l.a- = &:o.6€aa'&. 

!Hp . . a'& - = A . . «'& <^ a'ft - = A • • Ts( 

§ 6. Assioma VIIL 

1. a,&,c,c2cl.C€ae2. deaero. &€a(]^. 

Teoremi. 

2. a,c,c?€l.C€atf ro.acoéw? )P2 = Plj 

3. a,&€Ì.C€a&:D.acoa&. jP3 = &[c^]P2( 

4. > » :0.c&oa&. |P4 = (a, &) [&, a] P3( 

5. » » :o.acucuc&oa& )P5 = :P3.P4j 

6. afbel.c^ab.deaciO'CdD^- 

)Hp . P3 . P4 : D . Cd oc . oc a& : . Ts( 

7. ay&€Ì.C€a&:o.C€a'a&. )Hp.o:c- = a:3: 

ac- = A-«coa&;o:acAa6^=A:D^Ts( 
S. a,6€l.o.a&Da'a&. jP8 = P7| 
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9. a,C€l.&€a'c:o.&€a'ac. )P9 = P8f 

10. a,&€l.D.a'&Qa'a&. jP10 = P9( 
il. a, ft€l.a- = &:o.a&u&ua'&oa'a&. 
!P11=::P8.P10.§4P12| 

12. a,&,C€l. deaero. a'coa'&. )P12 = P1( 

13. a, e € 1 . & € ac : . & € aa!c. 

)Hp.§4P6:o:c- = a.§5P16:o:a'c-=A.a'coa'&:D.Tsf 

14. a,&€l.o.a&oaa'&. ÌPi4 = P13f 

15. a,&€l.C€a'&:o.C€aa'&. jP15 = P13i 

16. a, ft € 1 . . a'& D aa'ft. )P16 = P15( 

17. a,&€l.a- = &:o.a&u&ua'&oaa'&. 
!P14.P16.§5P18:oP17( 

18. a, 6, e € 1 . & € oc . e € a& : = A- 
)Hp.(6)[c«jPl:D:6€aft.§5P10:DA( 

19. a,&€l.o.a&na'6 = A. )P19 = P18( 

20. &,C€l.D.c'&nyc = A. )P20 = P18( 

21. a,&€l.o.a'&nya==A. SP21 = P20( 

22. 'a,ft,d€l.a'&oatf- = A:D.&€éW?. )P22 = Plf 

23. a,&,d€l.&€aarf:o.&€a^. }P23 = P22( 

24. a,&€l.o.aa&oa&. jP24=:P23( 

25. a,&,c«€l.c«€a'a'&:o.c^€a'&. )P25 = P22( 

26. a, & € 1 . . a'a'& o à!ì>. )P26 = P25( 

27. a,&€l.a-==&:o.&€(a&y'. jHp.§4P9.§5P10:o/.C€a& 

. c«€ c& : - = c,d A ••• D •*• e, <^€ oft . & € c/d: - = c,d A •*• OTs( 

28. a, & € 1 . . od (aft)". )Hp.a?€a&:o:a?- = a.a? 

€(flW7)" . aa?oa& .(00?)" o(a&y': .a?€(a6y'j 



§ 7. Assioma EE. 

Teoremi, 

2. a,cZ€Ì.C€a^:o.ew?oacucua?. )P2 = P1| 

3. a,&€l.C€a&:o.a&oacucwc&. )P3 = P2j 

4. a, & € 1 . e € a& : . a& = ac w e w c6. jP4 = : P3 . §6 P5 j 
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5. aydel.bead.cebdiO'àeac. JHp . §6 PI P18 : o : 

a, cZ € 1 . &, e € ew? . & - = e . & - € cc« . PI : . Ts ( 

6. a,del.l)ead:0'Moa'l). !P6 = P5( 

7. a,&€l.C€a'&:o.&coa'&. jP7 = (c)[f«]P6( 

8. a, & € 1 • e € a'& : . 6c u e u a'c a'b. jPS = : P7 . §6 P12( 

9. a, & € 1 . e € a'& : . &c ri a'& - = ^. 

jHp . : e - = & . &c - = A • ^ D «'* • Ts| 
10. a,l)€l.cea'ì):o.ceb'a'b. JP10 = P9( 

li. a, & € 1 . D . a'& Va'b. IPU = P10( 

12. a, e € 1 . & € oc : . oc n a'& - = A* 

)Hp . P9 : : &c oc . &c r^ a'6 - == A : . Ts j 

13. ayCel.beaciO'beaac. )P13=Pi2( 

14. a,C€l.D.acDaac. )P14 = Pi3( 

15. a^bel.o.aboaaì). )P15 = ft [e] P14| 

16. a,bel.o.aab = ab. )P16 = :P15.§«P24( 

17. a,bel.cea'b:0'CeaWb. !P17 = P12( 

18. a^bel.o.a'boa'a'b. !P18 = P17( 

19. a, & € 1 . D . a'a'b = a'b. !Pi9 = : P18 . §6 P26( 

20. a€l.ft€Kl:o. aah = aft. 

21. » » : . a'a'ft = a'ft. 

22. b,del.cebd:0'Cpbo&b. ÌP22 = P5( 

23. aybel.cea'bio-a'cob'c. )P23 = (a, 6, e) [&, e, («] P22( 

24. a, & € 1 . e € a'& : . &'c A a'ft - = A- 
)Hp.P23.§6P12:o:a'c- = A-«'coyc.a'coa'&:o.Ts( 

25. a,6€l.C€a'&:D.C€6&a'. )P25 = P24( 

26. a,bel.o.a'bobba'. .)P26 = P25| 

27. a, &, e € 1 . a'& o &'c - = A • . & € ac. ) P27 = P5 1 

28. a,bel.cebba':o.ceba'. )P28=P27| 

29. a,bel.o.bba'oba'. ÌP29 = P28( 

30. a,bel.o.bba' = ba'. JP30 = :P29.P26( 

31. ael.kelS^l:0'Mk'—ah'. 

32. aye€Ì,ceae.beac.dece:o.C€bd. 
jHp . P5 : : e € &« . & € ce : . Tsj 

33. a,e€l.C€ae.&€ac.&€ce: = A- 
)Hp.&[c«]P32:D:C€&ft.§4P3:DA( 
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34. a^eei.ceaeio.acncer:^/^. |P34 = P33| 

35. a,ft€l.C€a&:o.acoc&=iA- )P35 = P34( 

36. ' a, & € 1 . . a'& (ab)'^. jHp . a? e a'& : o .-. e € aft . e? € ì>c : 

- = c,rf A •*• D ••• c^d^ab.oc^ dd\ -= c,a a .'.o-OJe (a&)''( 

37. a, & € 1 . a —= & : . Va u a u a& u & u a'& (a&)". 
1P36.§6P27P28:dP37ì 

38. a € 1 . ?t € K I . a - € A : . ft'a uà u aft u ft u a'/t {akf. 

39. a, &, e € 1 . « - € &c : . (&c)'a u a u àJbc ^bc^ a'bc o (a&c)" . 

40. a,&€l.C€a'&.d€ac:o.c?€aftu&u a'&. 

)Hp . PI . P7 : : £? € 06 w & u &c . &c a'& : . Tsj 

41. a,&€l.c«€aa'6:o.rf€a6u&ua'&. )P41==P40( 

42. o,6€l.o.aa'6oa6w&ua'6. JP42 = P41( 

43. a, 6 € 1 . a — = 6 : . oo'ft ^zzdbuhyj à!ì>. 
jP42.§6Pi7:oP43| 

44. ael.fteKl.a-efrro. aol'k^=tak u A- u a'/^. 

45. a, & 6 1 . e, cZ € a& : . cc^ afe. . 

)Hp.é« = c.§4P4:o.Ts. (a) 

Hp.c^€ac.§6P6:o.Ts. (?) 

Hp.(^€C&.(a,6)[&,a](p):oTs. (t) 

Hp.Pl.(a)(p)(T):D.Ts.( 

46. a, & € 1 . . «6 € Gnv. )P46 =^P45( 

47. a, 6 € 1 . . a u ad € Gnv. 

48. » .o.^ua^ufteCnv. 



§ 8. Assioma X. 

1. a, 6 € 1 . e, e? € a'& : : e = rf . u . cZ € 6c . u . e € 6rf. 

Teoremi. 

2. a,&€l.C€a'&:D.a'&o6cucuyc. )P2 = Pi( 

3. a,6€l.C€a'6:D.a'6o6cucua'c. !P2.§7P23:oP3( 

4. a,&€l.C€a'&:Q.a'& = 6cucua'c. )P4 = : P3 . §7 P8{ 

5. a, & € 1 . e € a'& : . a'6 oc o e u a'c. 

|Hp . P4 . §6 P3 : : o'6 =: 6c o e u a'c . 6c oc : . Ts( 

6. a, 6 € 1 . e, é? € a'6 : . d € ac u e w a'c. }P6 = P5( 
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7. a,Cydti.acriad'^ = /i^:0'deac^c^ a'c. jP7 z= P6( 

8. a, e el.de a'ac : o . e? e ac u e u a'c. JP8 = P7( 

9. a,cel.o.a'acoacwcua'c. )P9 = P8| 
10. a, & € 1 . . a^ab o a6 u & u a'&. )PiO = P9| 
li. a, & € 1 . a - = & : . a'a& = a& u & u a'i>. 

)P10.§6Pll:oPll( 

12. a,&el:D.a'aft = aa'&. |P11 . §7 P43 : o P12( 

13. a € 1 . A: € K 1 : . a'ak = aa'/t. 

14. a, ftel.c, (;?€a'&:o.rcZoa'&. 

jHp. c = tf:o :««=:= A. 'OTs. (a) 

Hp.tf€&c.§6P3.§7P7:D:cc«D&c.&coa'&:;>Ts. (p) 

Hp.C€M.(c,c«)[rf,c](p):D.Ts. (T) 
Hp.Pl.(a)(p)(T):D.Ts.( 

15. aybel.o-a'beGav. )P15=:P14( 

16. a,&€l.D.&ua'ft€Gnv. )P16 = :P15.§7P7| 

17. a, &, e € 1 . & e ca ; . c'ca = c'c6. 

jHp . Pll . §7 P4 . P3 : : c'ca — cau au(fa=zcb^bubaua 
Kj(fa = cbui)^^ dei) : o Ts( 

18. a,b,cel.be(fa:o. dea = deb. jP18 = (6, a) [a, 6J Pi7( 

19. a, e € 1 . & e c'ca : D . dea = c'c&. jP19 = : P17 . P18{ 



§ 9. Assioma XI. 

1. a, 6, e, É? € 1 . & € oc . e € M : . e € o^]?. 

Teoremi. 

2. a,b,eel.beae:o.Veoa'e. )P2 = Pi( 

3. a,b,ctl.beac:o.b'e = a'e. jP3 = : P2 . §7 P23i 

4. a,b,eel.beda:0'Vc = a'e. )P4 = (&, a) [a, 6] P3( 

5. a,eel.b€dea:0'b'e = a'c. jP3.P4.§8Pll:o.P5( 

6. a,bel.eeàb:o- dab o &'a w a u afe u 6 u a'b. 
\B.p.§lF4.§èFìi.P3:o:ab=acue^eb.d(ib=daeudeb 

. dac =^caua^da .d(^=cb u & u db .dazrzVa .db=a'b 
:o.Ts| 

7. a,&€l.o.(aft)''o&'auaua&u&ua'&. )P7 = P6( 
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8. a, & € 1 . a — = & : . (aft)" = Va^ayjab^l)yj alì>. 
)P7.§7P37:o.P8( 

9. a, & € 1 . a - = & : . (a6)" = ìfba u & u a'&. 
)P8.§8Pli:o.P9( 

10. a,C€l.6€c'ca:D.(acr = (&c)". )P9 . P5 . §8 Pi9 : d P10( 
il. a, e € 1 . 6 € à!c : o . ìfc^dca. 

jHp . §8P4 .P3.§8P11 : : &'c = ca uà u &'a . Va^da . c'ca 
=:cawauo'a:DTs.( 

12. a, e € 1 . ft € a'c : . (oc)" = [hcf. 

)Hp.Pll:o:&'c = c'ca . aJc^zidcb : o :&ca^JC^a'c = ì)'c 
wcuc'c& :oTsj 

13. a,C€l.&€(acy'.&-=:c:o.(ac)" = (&cy'. 
)P13 = :P10.P12j 

14. a, & € 1 . e, (« € (a&)'' . e - = cZ : . (a&)" = (ed)". )P13 o P14| 

15. r€2.c,c«€r.c- = f«:D.r = (cd)". )P15 = P14( 

16. r, 5 € 2 . a, & € 1 . a, & € ro 5 . a — = & : . r = 5. 
)Hp . P15 : : r = (a&)" . s = (a&y' : d Ts( 

17. a, & € 1 . . (a&y € Gnv. )P14 o P17( 

18. 2 3 Gnv. 

19. a, &, e € 1 . a - = & : : a, &, e € GÌ . = . e € {aby\ 

20. a, &, e € 1 . .*. a, &, e € GÌ : = : a = & . u . a = e . u . 6 = e . u . 

a€&c.u.&€ac.u.c€a&. 

21. a, &, e € 1 . tf € &c : : a, &, e € GÌ . = . a, 6, cZ € GÌ. 

22. a, b, e el.ee abc : o : a, &, e € GÌ . = . a, &, e € GÌ. 

§ 10. Assiomi XII e XIII. 

Assioma Xll. 

1. r€2.o.-.^€Ì.a?-€r:-=:a;A- 

Assioma XIIL 

2. a, 6,C€l.a,&,c-€Gl.(^€&c.e€tó:o.^/*€ac.e€&/':-=/'A• 
3. a, &, e, eci.a, &, e — eGl .&cria'e — = A-D»^ '^ 2>'e — = A' 

jP3 = P2( 
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4. a, &, c, e € 1 . a, &, c-eCl : : &c ri a'e -= A •= • «c '^ ye-= a- 
jP4 = :P3.(&,a)[a,&]P3( 

5. a, &, e € 1 - CI . : e € a&c . = . e € &ac. j P5 = P4 ( 

6. a,&,C€l-Gl.o.a&c = &ac. )P6 = P5( 

7. » .O.a&c = (a&)c. 

jHp . . a (&c) = a (c&) = e (a&) = {ab)c\ 

8. a, &, e € 1 - CI . : e € &'a'e . = . e € a'&'« . = . e € (a&)'e. 
)P8 = :P5.P7| 

9. a, &, e € 1 - CI . . ya'c = a'^c = {aì)Yc. jP9 = P8( 

10. a, &, e € 1 — CI .p € a& .(? € oc : .pg o a&c. 
jHp. : pq opac .pa oab . pac o àbc : o Ts( 

11. a, &, e € 1 . a — € 6c . p € a& . ^ € oc : .jpg o a&c. 
)P10.§6Pl:o.Pll( 

12. fc € Cnv. a€l.a-€fc.&,C€fc.jp€a6.g€ac:o.pgoaft. 
)Hp . : &c A: . a - € &c . jpg a&c . a&c oak:^. Ts( 

13. ft € Cnv .ael.a-ekio^ak Cnv. )P13 == P12 i 

14. a, &, e € 1 . a - € &c : . a&c € Cnv. 

15. a, &, e, tf € 1 . 6 - € ccZ . a - € &cc^ : o . abcd e Cnv. 

16. k € Cnv .ael.a-efcro.afcufce Cnv. 

17. fc € Cnv . a € 1 : . a u aAr € Cnv. 

18. A € Cnv .ael:[),a^akKjke Cnv. 

19. a,ì>, e ^l — Gì. debc.ee ad. xeVei^.xeadc u oc u yoc. 
JHp . P2 : .-. Te oc : « € &/*: - =r A- (a) 
Hp , /'e oc . Te &'e : : Ve =zef^fyj b'f . efo àbc .foac. b'f o 

Vac : . Ts. (p) 

Hp.(a)(p):D.Ts( 

20. a, &, c € 1 - CI . d € &c : . b'ad ^adc^jacu Vac. ] P20 = P19 j 

21. a, &, e € 1 - CI . . &(/ {abcf. 

)Hp.o,a&- = A. (a) 

Hp .p € a& . a? € &c' : . a?'p r» oc - = A- (P) 

Hp .p € a6 . a? € &c'. (ì[ € ac.qex'p:^:pq^aX>c.xe{pg[f' .{pqT 
(a&cy : . 07 € (a&cy. (t) 

Hp.a?€&c'.(a)(p)(T):D.tì?€(a&cr.( 

22. a, &, e € 1— CI . o.a u & u e «j a& u ... u a'6 w ... u a&c u a'ftc u ... 

u a' Ve u ... (a&c)". jP21 . §7 P39 : o P22( 
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23. a,&,C€l-a.D.(&crD(a&c)". 

24. a,&,C€l-Gl.r = (&cy':o.a'rD(flr&c)". 

25. i)€8.r€2:o.\^€p.a?-€r:- = fljA' 

jHp . a, &, e € 1 - CI . p = (aòc)'' . a - € r : . Ts. (a) 

» » .a€r.&-€r:Q.Ts. (3) 

y> y> .a€>'.&€r: ore— erro. 

Ts. (T) 

Hp.(a)(p)(T):DTs.| 

26. a, &, e € 1-Cl .p^abc : o . a&c =p «jpa ^pab ^pb ^pbc ^pc 

^pca. 

) Hp . . &c u ai? - = A- (a) 

Kp.debc.dea'p:0'bc = bdud^dc.abc = aM^€uiuadc 

.p e ad. ad =ap ^p ^jpd.abd^zibap uppu bpd.adc=cap 

w Qp u cpd .pbc =zpbd w pcz Kjpdc : o . Ts. (fi) 

Hp.(a)(p):oTs.i 

27. a, &, e € 1 - GÌ . jp, (? € a&c .p — = q' : o .p'g n (a u a?> u 6 w &c « 

e u ca) — = A- 
)Hp . P26 : : g € p (a u a& u & u 6c u e o ca) : Ts.| 

28. re2.ael,a'^er.ber.ceb'a.d€a'r:o.de dr. 

|Hp.o.rna(3?- = A. (a) 

Hp . e € r . « € ac? . « = & : : e? € a'& . a'& = c'6 : . Ts. (p) 

- = A:D'^^^- = a:D-.Ts. (t) 

Hp.(a)(p)(T):oTs.( 

29. r€2.a€l.a-€r.&€r.C€&'a:o.aVocV JP29i=P28{ 

30. r€2.C€l.c-€r.a€cr:o.aVocV. jP30==P29J 

31. a, ft, e € 1 . - GÌ .p € a&c : o .p^c^ o a u ... u aft u ... u db u ... w 

a&c w a'&c u ... u olVc ^ ... 
JHp . .p'pa z=pauavjf/ao àbc w a u b'&a. (a) 

Hp . .p'pab =pab ^^ab s^p^ab oabc^ab up'(abY\ (p) 

Rp.O. p'{abroc'(abY\ (t) 

Hp.(a)(p)(T):DTs.j 

32. a,&,C€l-Gl:o . (a6c)" = au&v*cua&uacui?cua'&ua&' 

uVc^cb' ^da^cuf ^ dbc u a'&c w &'ca u dab u o'&'c w ycfa 
uc'a'&. !P22.P31:d.P32( 
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a, &, c € 1 - CI . /. a? € (abcy : = : a, &, a? e GÌ . u . a, e, a? € CI 
. u .&, e, 0? cCl . u . a? € a&c .w .«€ ftco? . u . ft^oca?. u .cea&ar 

§ 11. Assioma XIV. 

1. a,l>,cel.a,ì>,C'-eCl.del>c.feac:o*'-e€ad.eeì>f:''=eA- 

Teoremi. 

2. a,&,rf,/*€l.a,&,tf-€Gl.Mna7- = A-D-^'^ ^/'- = A- 
)P2 = P1| 

3. a, b.del'-Cl.fea'M : o . /*€ &'«(«. )P3 = P2t 

4. a, &, e € 1 — CI . Q . aVc &'ac. 

5. ayl>,cel^Cì.pea'b.qea'c :0'PQ^ «'&c. 

|Hp . : pq 0P(i'c .pa'c q a^pc .pc = cpo ca'^ • ca'& o a*cb : ;> 
•'M D ^'pc 'PC a'c& . a'pco ^'cb : o Ts. j 

6. he Cnv . a € 1 . a - € ^ : o a'/r € Cnv. 

7. /re Cnv . a € 1 . a — e ^ : o . a/r ^ /i ^ a'/i € Cnv. 
jHp.P6.§10P13:D:aa';i€Gnv.§7P44:DTs( 

8. he Cnv .acl.a-e/tio./tua'/re Cnv. 

9. aybyCel — Cl.peVa.qe da : o .pq oVc'a. 
5Hp : :pq opCa o (/pa o &b'a : o Ts.( 

10. h e Cnv . a € 1 . a -r e ^ : d . ^'a e Cnv. 

11. a, &, e e 1 - CI . tf e &c : . a(fc o Vad. 

)Hp . : e € &'eZ . de &'(;? . otfc o ab'd o &'ad : o . Ts.( 

12. a, &, e € 1— CI . éZ€ &c : . «e &'ad. 
]Bp.o:ceb'd.aci) ab'd o b'ad : o Ts. j 

13. a,b,cei'-Cì.debc:o- Vac o b'ad. 

jHp . . oc Vad . o . Vac o b'b'ad = ft'od . D . Tsj 

14. a, &, e € 1 - CI . 6i € &c : . ade u oc u &'ac o b'ad. 
)P14=:P11.P12.P13( 

15. a, &, e € 1 -CI . d € &c : . b'ad=z€ulc sjac^j b'ac. 
)P15 = :P14.§10P20( 

16. a, &, e € 1 — CI . d € &c : . d'a& = c'a& w c'a u c'd'a. 

)Hp : : a? € d'àb . = . a e &'a7d . = . a € (a? de w a?c u &'a;c) . = • 
a? e (&d'a ^da^ dab) : o . Ts.| 
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17. a, &, c € 1 - GÌ . rf e &c : . {abc^ — (aMy. 

]Ep.O'l>€ = Mud^dc. àbc = àbd uaduadc.a'bc=z a'bd 
u a'd u a' de . Ve' a = Wa ^dfa^ d!da. 

» . : d'& = c'& . a'tf 6 = a! dì), 

» .'j:Vd = Mxjdyjd*c. dìfd = à!M u a'rf u cilfe. 

y> . : &W = ade ^ae^ Vac. 

» . : d'àb = c'a& u c^^ u c/tf 'a. 
Hp.o.Ts.| 

18. a,&,cel-Gl.é«e(&cy'.rf- = &:D.(a&cy' = (aMy'. 

19. a, &, e € 1 - GÌ . ti € a&c : . {àbef = (aMy. 
!Hp,p€Ì)c.rf€ai>:D.(a&cy' = (aòpy' = (a&tfy'( 

20. a, &, cel-Gl .d^a'be : 0'{abcy = {al>df. 

21. a,b,e^l-Cì.de{àbeT.d'-e{àby':0'{al)cy = {aì)dT. 

22. a, &, C€l-Gl .(«, ee(a«>cy' . a, t^, e- eGl : o . {àbcy = {adef. 

23. a,&,cel-Gl.d,e,/*€(a6cy'.t«,e,/*-€Gl:D.(a&cy'=((fen"- 

24. p€3.a,&,cei).a,&,c-eGl:o.i> = (a&cy'. 

25. p, g € 3 . a, &, e ei? n g . a, &, e - € GÌ : .i? = g. 

26. SoGnv. 

27. a, &, e, 6i € 1 . a, &, e - € GÌ : . a, &, e, c^ e Gp . = . rf € (aòcy. 

28. a, 6, e, e? e 1 . D .-. a, &, e, c^ € Gp . = : a, &, e € GÌ . u . a, &, e? € GÌ . 

u . a, e, e? € GÌ . u . &, e, ej? € GÌ . u . a e &cc? . ^ . ft e acrf . u . e € 

arf o &c — = A- 

29. peS.re2.ajbepnr.a- = b:^.r op. 

30. reS.ael.a-er.&er.ce&'a.^iecV.o.^ie aV. 

31. re2.C€l.c-€r.a€Cr:o.cVoaV. )P31=P80j 

32. r € 2 . e e 1 . e - € r . a e cr : . aV = c'r. 
ÌP32 = :P31.§10P30( 

33. r € 2 , a e 1 . a - e r . & e rV a : . aV = yr. 

34. r € 2 . a € 1 . a - € r . e 6 aV . & € c'r : , & e r'r a. 

35. r€2.a€l.a-€r.&€r'ra:o.r'ra = r'r&. 

36. r€2.ael.a-€r:o.(ary'€3. 

37. » » ' :o.(ary' = rur»a'ur'ra. 

38. peS.ael.a-ep.b ep'p a : o . a'jp = 6'p. 

39. * » . e € a'jp . & € c^p : . & ejp'jp a. 

40. » » .&6jp'i?a:o.i)i?a=i>5>&. 
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§ 12. Assiomi XV e XVI. 

Assioma XV. 

1. p e 3 . /. a e 1 . a — €i> : - =a A- 

Assioma XVI. 

2. peS.ael.a^ep.bea'p.ooeliO'Ooep .yj.aa)np^= /^ 

Teoremi. 

3. p€3.ael.a-€i).&€a'p.C€l:o.pn(acucuc6)- = A- 
!P3 = P2( 

4. p, ge3.a€i>ng:^.^r€2.ro2?og:-=:rA• 
!Hp.o.^ft€g.&-=a:-=6A• (a) 
Hp.&€g.&- = a.&€i>:o: (a&)" € 2 . {ab)" DP o g : q Ts. (3) 
Hp.&€g.&-€i?:o.-.C€g.c-€ {aW : - = e A- (t) 
Hp . & - = a : : 6i€ &'a . -=dA- (^) 
Hp.&€l.&-€i?.tf€&'a.C€l :o /. a?€p . a?€(i!?cucucd): 
-=a;A. (n) 

Hp.&€g.&-€i).C€tì'.c-€ (a&y. rf € 6'a . 0? € p . 0? e (i!>c u e 
u cc^) : : éZ e g . &c u e u céZ g . a? € g . « — e (&c w e u céZ) . 
0? - = a . (aa?)"e 2 . (oa?)" op '^ g : q . Ts. (0) 

Hp.&eg.&-ep,(T)(ò)(Ti)(e):D.Ts. (X) 

Hp.(a)(P)(X):D.Ts.( 
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§i. 



P2. Si legge « la proposizione a = & è equivalente alla ì) = a ^. 
Volendo, invece dei punti, usare le parentesi, si dovrebbe scrivere 
{a = b) = (p = a). 

P3. « Dall* insieme delle proposizioni a = ì)y e ì) = c si deduce 
la a = c». I punti stanno per indicare raggruppamento 
((a = &)(6 = c))o(a = c). 

Le proposizioni 1, 2, 3 esprimono le proprietà caratteristiche di 
ogni identità. Esse sono firai loro irreduttibili. 

P4. « Se a e & sono punti, allora ab indica una classe di punti 
(figura) ». 

P5. « Se a, &, e, d sono punti, a coincide con &, e con d, allora il 
segmento ab è identico a cc^ ». 

Le proposizioni 4 e 5 dicono che « il segmento ab è una classe 
di punti, determinata dati i due punti a e 2? ». 

Si ha cosi una categorìa di enti, chiamati punti. Questi enti non 
sono definiti. Inoltre, dati tre punti, si considera una relazione 
fira essi, indicata colla scrittura ceab^ la quale relazione non è 
parimenti definita. Il lettore può intendere col segno 1 una cate- 
goria qualunque di enti, e con e e ab una relazione qualunque ft*a 
tre enti di quella categoria; avranno sempre valore tutte le defi- 
nizioni che seguono (§ 2), e sussisteranno tutte le proposizioni del 
§ 3. Dipendentemente dal significato attribuito ai segni non defi- 
niti 1 e ceàb, potranno essere soddis&tti, oppure no, gli assiomi. 
Se un certo gruppo di assiomi è verificato, saranno pure vere tutte 
le proposizioni che si deducono, non essendo queste proposizioni che 
trasformazioni di quegli assiomi e delle definizioni. 
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§2. 



Per definizione si intende una proposizione della forma a? = a, 
ovvero a o . a? = a, ove a è un aggregato di segni avente senso già 
noto, 0? è il segno, o gruppo di segni, che si vuol definire, ed a è 
l'ipotesi sotto la quale si dà la definizione. Dire che, dati certi enti, 
si può definire un nuovo ente x, significa che cogli enti dati si può 
formare un'espressione a in guisa che si abbia l'eguaglianza x=La. 

È chiaro che non tutti gli enti si possono definire; ma è impor- 
tante in ogni scienza di ridurre al minimo numero gli enti non 
definiti. Di questi si enuncieranno solo le proprietà. La riduzione 
degli enti non definiti al minimo numero presenta alcuna volta del- 
l'arbitrario ; cosi se mediante a e 2) si può definire e, e mediante 
a e e si può definire h, resta in nostro arbitrio la scelta come si- 
stema irreduttibile fra a, & e a, e. Cosi, nel nostro caso, invece dei 
segni 1 e a& (punto e segmento) si sarebbero potuti assumere i 
segni 1 e a'& (punto e raggio); la cosa non sarebbe stata possìbile 
assumendo come concetti non definiti il punto e la retta. 

Se in una scienza sonvi enti non definiti ed altri definiti, tutte 
le proposizioni di quella scienza esprimono proprietà dei soli enti 
non definiti. 

Il significato qui attribuito alla parola definizione coincide, ovvero 
non, col comune? È facile il vedere che le definizioni che com- 
paiono in matematica, eccettuate al più le prime tuttora oggetto 
di discussione, tradotte in simboli, hanno la forma precedente. Si 
esaminino ad es. le d^pizioni di numero prtmo, di limite ^ della 
continuità delle funzióni^ di dertoatay ecc. 

PI. « Essendo a eì) due punti, col segno a!ì) si intende la classe 
formata dai punti co tali che il segmento ax contenga nel suo in- 
terno il punto & ». 

P2. Per i segmenti, ed in generale, ove si intenda con c^àb una 
relazione simmetrica in a e & (Assioma V), sarà M identico con 
&'a. Se colla scrittura ceaò si intende « e è equidistante da a e 
da ì) », allora ab è il luogo dei punti equidistanti da a e da 6; dì) 

Peano — Principii di Geometria. 3 
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è la superficie sferica di centro b e passante per a. Gli accenti in- 
trodotti in queste due definizioni figurano in certo modo come segno 
d'inversione. Essi permettono di risolvere la relazione c^aò ri- 
spetto ad una qualunque delle tre lettere (§3 P4). Il segno aV si può 
leggere « il prolungamento^ dalla parte di a, del segmento ab ». 

P3. « Se a è un punto, e ft è una classe di punti, allora con ak 
si intende l'insieme di tutti i punti x che hanno la proprietà che 
esistono degli y, appartenenti alla classe hj tali che co sia un ay ». 

P4. « Nelle stesse ipotesi, a!k è il luogo dei punti oo che stanno 
su qualche a'y, ove y appartenga a A: ». 

P5. « E con afe' si intende la figura formata dai prolungamenti 
dalla parte di a, dei segmenti che vanno da a ai varii punti dì k ». 

F6. «Se h e k sono due figure, con hk si intende l'insieme dei 
punti X aventi la proprietà che si può determinare un y, punto 
di hf in guisa che x appartenga alla figura yk ». Più brevemente 
(§3 Pi7), hk è la figura formata dai segmenti che vanno dai varii 
punti di h ai varii punti di k. 

Le definizioni 3 — 8 permettono di indicare con segni un gran 
numero di enti geometrici. Cosi a&c indica un triangolo ;a&crf, ov- 
vero {abXcd\ indicano tetraedri; a^bc indica la porzione di piano li- 
mitata dal segmento bc e dai due raggi a'& e a* e ; a^Vc è l'angolo 
formato dai due raggi a* e e Vc\ ab* e è la porzione di piano limi- 
tata dal ra^io Ve, dal segmento ac, e dal raggio condotto da a 
parallelamente a &'c; a^Vdd è un angolo triedro, ecc. Questo in 
generale. Ma quei segni, e altri più complicati hanno pure signifi- 
cato, se i punti giacciono in un piano, o sono in linea retta. Cosi 
a'ab indica il raggio avente per termine a e contenente b. 

Se col segno 1 si intendono i numeri (reali e finiti), e colla re- 
lazione e € a& si intende un'equazione fra a, b, e della forma /*(a, b, e) 
= 0, allora la scrittura deabc (d è un punto del triangolo abc) 
rappresenta la relazione fra a, b, e, d che risulta eliminando x fra 
le due equazioni /*(&, c,x) = e f(a, x, d) = 0. 

P9. Questa definizione è sufficiente per le nostre ricerche geo- 
metriche. Ma data una classe h, applicando un numero finito di 
volte le definizioni 6, 7, 8 si ottengono delle classi, come hh, h'h. 
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JiifihJ, ecc., le quali, se nessuna proprietà si conosce dalla rela- 
zione fondamentale e e db, sono in numero infinito. Se a questa re- 
lazione si attribuiscono le comuni proprietà geometriche, esse non 
sono tutte distinte. 

Si hanno definizioni di maggiore eleganza nel modo seguente. 
Essendo h una classe, si chiami cUiSBe derivata da h, e si indichi 
<^n h* la classe formata da /^, e da tutte quelle che se ne dedu- 
cono ripetendo più volte le operazioni date dalle def. 6, 7, 8. La 
definizione di h* non si può esprimere coi segni introdotti, poiché 
in essa occorre il concetto di numero. Essa si può esprimere me- 
diante questi segni, e quelli introdotti nella « Arithmetices prin- 
cipia ». Allora si può definire per retta (PIO) la classe derivata da 
due punti non coincidenti, e per piano (P12) la classe derivata da 
tre punti non collineari. Queste definizioni e quelle del testo, am- 
messi gli assiomi geometrici, finiscono per coincidere; ma, scam- 
biando le definizioni, l'ordine delle proposizioni verrebbe del tutto 
alterato, poiché alcune proposizioni sulla retta e sul piano^ che ora 
dipendono dagli ultimi assiomi, ne diventerebbero indipendenti, e 
viceversa. 

PIO. n segno 2 si può leggere retta, poiché la classe qui defi- 
nita ò precisamente quello che chiamiamo retta, se alle parole punto 
e semento attribuiamo il comune significato. Questa definizione si 
legge: 

« Retta é ogni ente x avente la proprietà di potersi eguagliare 
ad un (a&y, ove a e b siano punti distinti ». 

Pll. n segno GÌ si legga collineari. 

« Se a, &, e sono punti, allora dire che a, &, e sono collineari, equi- 
vale a dire non é assurdo l'immaginare un ente r che sia una retta, 
e che contenga i punti a, &, e ». 

P12. Il segno 3 si può leggere piano, per la ragione esposta 
alla PIO. 

« Piano è ogni ente {aì)cy\ ove a, &, e siano punti non collineari ». 

P13. Il segno Gp leggasi complanari. 

« Quattro punti diconsi complanari se giacciono in un medesimo 
piano ». 
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Le definizioni 11 e 13 sono abbreviazioni, di cui si potrebbe anche 
&re a meno. 

P14. Il segno Cnv leggasi figura convessa, 

« Figura convessa significa ogni ente x il quale sia una classe 
di punti, e sia tale che comunque si prendano a e &, purché punti 
di X, si possa dedurre che ab è contenuto in x ». 

Ossia « figura convessa è una figura che contiene tutto il segmento 
che unisce due suoi punti qualunque ». 

§3. 

I teoremi contenuti in questo § si deducono puramente dalle de- 
finizioni e assiomi logici; e sono qui opportune alcune parole suUa 
dimostrazione. 

È noto che la Logica scolastica non è di sensibile utilità nelle 
dimostrazioni matematiche; poiché in queste mai si menzionano le 
classificazioni e regole del sillogismo, e d* altra parte vi si fa uso 
di ragionamenti, del tutto convincenti, ma non riduttibili alle forme 
considerate in Logica. Per questa ragione alcuni matematici, ft^a cui 
Cartesio, proclamarono essere l'evidenza l'unico criterio per rico- 
noscere l'esattezza d'un ragionamento (*). 

Ma questo principio lascia alla sua volta a desiderare. Una dimo- 
strazione può essere più o meno evidente; essere evidente per una 
persona, dubbia per un'altra; e ad ognuno sarà successo di trovare 
insufficienti delle dimostrazioni già ritenute esatte. Esso poi lascia 
tanto più a desiderare nelle nostre ricerche, le quali si riferiscono 
a proposizioni, cui si è tanto abituati, che possono parere a molti 
pressoché evidenti. 

Però questa questione è suscettibile di soluzione del tutto sod- 
disfacente. Invero, ridotte, come qui si é fatto, le proposizioni in 
formule analoghe alle equazioni algebriche, allora, esaminando le 
comuni dimostrazioni, si scorge che esse consistono in trasforma- 



(*) « La déduction se fait par le sentiment de Tévidence, qui n'a besoin d'au- 
cune règie, et ne peut étre supplée par aucune >. Duhamel, Bes Mèthodes dans 
Us Sciences, eie. (Paris 1875), I, p. 17. 
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zioni di proposizioni e gruppi di proposizioni, aventi massima ana- 
logia colle trasformazioni delle equazioni algebriche simultanee. 
Queste trasformazioni, o identità logiche, di cui facciamo continua- 
mente uso nei nostri ragionamenti, si possono, enunciare e studiare. 

La raccolta delle identità logiche di cui facciamo uso fU già fatta 
nel mio opuscolo menzionato; molte di esse furono raccolte dal 
Boole. n loro numero è grande; sarebbe uno studio interessante, e 
che finora manca, il distinguere le fondamentali, che si debbono 
ammettere senz'altro, dalle rimanenti, contenute nelle fondamentali. 
Questa ricerca porterebbe ad uno studio, sulla Logica, analogo a 
quello qui fatto per la Geometria, e nel precedente opuscolo per 
r Aritmetica. 

Nelle note seguenti trovansi alcuni saggi di queste trasformazioni. 

PI. « Se a e & sono punti, si deduce: dire che e è un a% equi- 
vale a dire che e è un punto e che & è un oc. Dimostrazione : 
Questa prop. è equivalente alla Pi del §2 », 

È evidente che questa prop. è la def. 1 leggermente trasformata. 
Volendo esaminare pili attentamente come la def. 1 si trasformi in 
questa, si sostituisca nella prop. cea% al posto di a% il valore 
dato dalla def. 1. Si avrà : e e a'& . = . e e (1 . [a? e] (& e a a?)). Ora 
un'identità logica dice che, se h e h sono due classi di enti, si ha 
aehnh. = :aeh.aek. Applicando questa riduzione al secondo 
membro dell'equazione precedente, si avrà e € a'ft . = : e € 1 . e € [a?€j 
{ò € ax). Ora, se a è una relazione contenente una lettera a?, la pro- 
posizione C€[a?€]a, cioè e è uno di quegli enti oo che soddisfano 
alla condizione a, è equivalente alla proposizione che si ottiene so- 
stituendo in a, al posto di oo^c; quindi e € [a? e] (& € ax) . = .i)€ac. 
Tenendo conto di questa identità si ha la formola a dimostrarsi. 

Viceversa, da questa proposizione si può dedurre la P 1 del § 
precedente. Si faccia precedere ai due membri dell'eguaglianza tesi 
il segno [e e] ; osservando che [e e] e e a'b . = al>, poiché i due segni 
[e e] e e € si distruggono, e che [e e] (e € 1 . & e oc) vale l.[ci]{be ac\ 
in virtù dell'identità logica [e ej (a p) . = : [e e] a . [e e] P, si avrà la 
prop. 1 del § 2, ove al posto di x si legge e. 

Noi ci fermeremo in seguito pochissimo nell'esame della trasfor- 
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mazione delle proposizioni, il quale, per chi non ha presenti tutte 
le identità logiche, risulta troppo faticoso. 

Il lettore può continuare ad adottare, onde riconoscere se un ra- 
gionamento sia esatto, o non, il comune criterio dell'evidenza. Qui 
basta notare che queste trasformazioni sono assoggettate a regole 
fisse, raccolte nelFopuscolo menzionato. 

P2. « Dim. Dalla prop. 1 si deduce la 2 ». 

Ecco la trasformazione: Si congiunga ai due membri dell* egua- 
glianza tesi nella 1 la proposizione e € 1 . Osservando che una pro- 
posizione ripetuta due volte equivale alla stessa scritta una volta 
sola (aa = a), si avrà la proposizione 

a, & € 1 . .-. e € 1 . e € a'& : = e e 1 . & € ac. 
Ricorrendo alla proprietà logica 

aD-pT = P^: = :apD.T = ^ 
ove a, p, T> ^ sono proposizioni (cioè dire che neiripotesi a, la con- 
dizione pT ò equivalente alla p ò, significa dire che dall'ipotesi a ^ 
si deduce t = ^), si ha la proposizione 2. 

P3. La 3 si ottiene dalla def. 2 come la prop. 2 si è dedotta 
dalla def. 1. 

P12. « Se a è un punto, h^k sono figure, e se /t è parte di k, si 
deduce che ah! è parte di ah\ Dim. Dall'ipotesi e da P8 si deduce 
che la proposizione x^aìi vale: a; è un punto, ed esistono dei 
punti comuni ad 7^ e ocfa; da questa si deduce che a? è un punto, 
ed esistono dei punti comuni a /t e a aia\ questa vale ooeak'; 
adunque da xeah' si deduce xeak\ ossia la tesi ». 

Le identità logiche cui si ricorre in questa dimostrazione sono: 
Se h, k, l sono classi (d'una stessa categoria), si ha 

h^k ,^,hnlryknl, 

cioè se /^ è contenuto in k, anche la classe hrsi k contenuta in 
kni. Poi 

cioè se /i è contenuto .in k, ed esistono degli /t, esistono pure dei k. 
Infine alla 

cioè dire che h è contenuta in k, vale dire che tutte le volte che x 
è un h, si possa dedurre che x h \m k. 
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LO prop. 10 e 11 si enunciano e dimostrano come la 12. 
P29. « Se a,l)yC sono punti, non collineari, allora (a&c)" è un 
piano ». 

§4. 

PI. « La classe punto non è nulla », ossia « esistono dei punti ». 

Di questo assioma non avremo mai occasione di fare uso, e si 
potrebbe sopprimere. Si è citato per analogia cogli assiomi II, IV, VII, 
XII, XV. Del resto questa proposizione fa parte dell'ipotesi di quasi 
tutte le proposizioni. Cosi nell'assioma seguente l'ipotesi è che a sia 
un punto, dalla quale ipotesi si deduce che esistono dei punti. 

P2. « Se a è un punto, si deduce che Tessere x un punto diverso 
da a non è, rispetto ad a?, assurdo », ossia « dato un punto, esi- 
stono dei punti non coincidenti in esso ». 

Di questo assioma si fa uso solo in §9P20, e precisamente per 
poter affermare « tre punti coincidenti sono collineari ». Questo 
assioma è pure contenuto nelle ipotesi di alcune proposizioni, ad 
es. nell'ass. IV. 

P3. « Se a è un punto, la classe aa è nulla ». 

Se al posto della relazione fondamentale c^ab si sostituisce una 
relazione qualunque fra tre enti, questa proposizione non è in gene- 
rale vera. Se 1 significa numero (finito), e si prende per relazione 
fondamentale un'equazione /*(«, &, e) = 0, che supporremo algebrica e 
di primo grado in e, afllnchè sia vera la prop. 3, che qui nel nostro 
caso significa : « l'equazione /*(«, a, e) = non può essere soddis- 
fatta da alcun valore di a e di e », bisogna che il coefilciente di e 
in f{a,ì),c) sia divisibile per a-&, e non lo sia il termine noto. 
Se il coefficiente di c^a-ì), allora questa relazione soddisfa ai due 
assiomi III e IV. 

P6. « Se a, & sono punti, e e è un punto di a&, saranno a e h 
distinti ». Le P4 e 5 sono i passaggi intermediarli dalla P3 alla 6. 

§5. 

PI. L'assioma V dice che il segmento aì> è funzione simmetrica 
dì a e b. Non ogni relazione sostituita al posto di e e ab^ è simme- 
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trica rispetto Sid a e b. Se a,b,c sono numeri, e f(a, b) è una fun- 
zione simmetrica di ae&, la relazione {a^b)^c=:f{a,b) soddisfa 
a tutti gli assiomi finora enunciati. 

P9. Se con ab si fosse inteso il sistema di punti giacenti sul seg- 
mento ab, compresi gli estremi, Tassioma VI non sarebbe verificato. 

P16. L'assioma VII dice che un segmento non nullo si può pro- 
lungare da una qualunque delle sue parti. 

Gli assiomi finora enunciati esprimono le proprietà primordiali 
dei segmenti; quelli che seguono sono alquanto più complicati. 

Il sig. M.' Pasch nel suo pregevole libro Vorlesungen uber Geo- 
metrie (Leipzig 1882), onde studiare le proprietà della retta, parte 
pure dal concetto di segmento, enunciandone le proprietà fonda- 
mentali mediante Grundsàtze (Assiomi) e quelle che se ne possono 
dedurre mediante Lehrsàtze (Teoremi). Ecco i due primi assiomi 
del Pasch: 

« I. Zwischen zwei Punkten kann man stets eine gerade Strecke 
ziehen, und zwar nur eine ». 

« II. Man kann stets einen Punkt angeben, der innerhalb einer 
gegebenen geraden Strecke liegt ». 

Si scorge l'equivalenza di questa seconda proposizione col mio 
Ass. IV. 

Qual'è il significato della prima? L'espressione « due punti » 
presenta una prima ambiguità, indicando essa, nel linguaggio co- 
mune, ora « due punti qualunque » ora « due punti distinti ». Nel 
primo significato la prima parte della prop. I si può tradurre 

a, & e 1 . . a& € K 1, 
la quale è la P4 del §1. Nel secondo significato essa si traduce 

a, 6 e 1. a — --=: bi'j. ab e Kl, 
ed allora si escludono i segmenti nulli. È nel secondo significato 
che vanno intese le parole dell'A., come si vede dalla prop. II. 

La stessa espressione « due punti » si presta ancora ad un'altra 
ambiguità, poiché essa indica talvolta la successione (disposizione) 
di due punti, altra volta il gruppo (combinazione) dei punti. Nel 
primo caso, la seconda parte della prop. I si può interpretare 
a,b,c,dei.a = b .c=::d:D.ac^=bd 
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che è la P5 del §1. Nel secondo caso essa significa : 

ovvero, brevemente, 

a,ì)yC,del.ayjc = l)ud:o.ac = M, 
ed allora essa comprende anche TAss. V del presente scritto. È la 
seconda interpretazione che bisogna dare alle parole delFA. 

Si vede da questa breve discussione quanto sia difficile in que- 
stioni cosi delicate, anche ad un accurato scrittore, evitare ogni 
pericolo di ambiguità, ove si proceda col linguaggio comune. Onde 
vincere questa difficoltà occorre analizzare ogni proposizione, e fis- 
sare completamente il valore dei termini di cui ci serviamo. Cosi 
facendo si ai*riva necessariamente o alle notazioni logiche, che qui 
uso, a un sistema equivalente. 

Il Grundsatz III del Pasch significa: 

a, &el.C€a&:o;a- = c.a-=&.a-e&c. 

Esso è un gruppo di tre proposizioni. L'una è la FU del §5, 
equivalente all'Ass. VI, l'altra è la P6 del §4, equivalente all'Ass-III; 
l'ultima è la P18 del §6, e questa è un teorema. 

I Grundsatze IV, V, VI, VII, Vili del Pasch corrispondono ai miei 
Ass. Vili, IX, vn, X, XI. 

In seguito, poiché il Pasch considera la porzione di piano come un 
nuovo ente non definito, cessa ogni analc^ia fra il suo studio e il mio. 

§6. 

Le proposizioni contenute in questo § e nei successivi, non hanno 
tutte eguale importanza; molte di esse costituiscono una successione 
di trasformazioni, colle quali, partendo da una proposizione se ne 
deduce un'altra. 

Un procedimento notevole di trasformazione di proposizioni, e di 
cui facciamo uso qui ed in seguito, è l'eliminazione che sta nella 
seguente regola: 

« Avendosi una proposizione, i cui due membri {Hp e Ts) con- 
tengano una stessa indeterminata a?, si metta, ove sia possibile, la 
proposizione sotto la forma: 
a . 07 € ^ : . 07 € ft, 
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ove a è una proposizione, o gruppo di proposizioni, non contenente 
Idi Xj Q h e U sono classi. 

Allora la stessa proposizione si può scrivere: 
a . . ^ D fe, 
nella quale non comparisce più la lettera co ». 

L'assioma Vili ha già la forma voluta per reliminazione di b (si 
osservi che &el.&€ac: = :^€ oc). Eliminando 6, si ha la P 2 ; da 
questa con uno scambio di lettere, la 3. Dalla 3 e dalla 4, la quale 
si ottiene dalla 3 permut.'\ndo a con &, si ha la proposizione 5 che 
comprende le precedenti. 

Dalla 7, eliminando e, si ha la 8. Dalla 9 si deduce la 10 prima 
eliminando &, e poi sostituendo la lettera & a e. 

Qui per brevità si è già tralasciato di enunciare la proposizione 
intermedia ; e in generale, man mano che si progredisce, aumenta 
il numero delle proposizioni intermedie omesse. Dalla stessa propo- 
sizione 7, che si può mettere sotto la forma 9, eliminando e si ha 
la 10. E questo gruppo di proposizioni è compendiato nella 11. 

Eliminando invece, dall'assioma da cui partiamo, il d, si ha la 
proposizione 12. Onde eseguire questa eliminazione occorre risol- 
vere le proposizioni c^ad e h^ad, che contengono d, rispetto a 
questa lettera, scrivendo al posto di esse d^a^c e d^a'ì)\ allora si 
applica la regola enunciata. 

Le proposizioni 13-17 costituiscono un altro gruppo ; l'ultima con- 
tiene tutte le precedenti. 

La 18 non ha propriamente la forma Hp o Ts, che hanno le pre- 
cedenti. Si può mettere sotto questa forma trasportando una delle 
proposizioni che costituiscono l'ipotesi nel secondo membro; essa si 
può per esempio leggere 

a, &, e € 1 . e € a& : Q. & — € oc. 

Allora si può eseguire l'eliminazione d'una qualunque delle tre 
lettere che vi compaiono colla regola esposta. Ma volendo conside- 
rare la proposizione sotto la forma che essa ha, si può usare la 
regola seguente. 

« Avendosi un proposizione, il cui secondo membro sia a> © il 
cui primo membro contenga un'indeterminata a?, si risolvano, ove 
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si possa, le proposizioni che contengono a?, rispetto a questa lettera, 
e si riduca la proposizione alla forma 

ove a è una proposizione non contenente x, e ?i, ft, / sono delle 
classi. Allora la stessa proposizione si può scrivere 

in cui non comparisce la a? ». 

Eliminando con questa regola la e dalla 18 si ha la 19; elimi- 
nando invece la a si ha la 20, da cui, con una permutazione di 
lettere la 21. L'eliminazione di b condurrebbe di nuovo alla 19. 

Per eliminare la lettera e dall'assioma Vin, si osservi che questa 
lettera comparisce neìVEp. e non nella Ts.; quindi non siamo in 
nessuno dei due casi precedentemente trattati. Si può ridurre al 
secondo trasportando la Ts. nel primo membro. Del resto la regola 
ad applicarsi in questo caso è la seguente: 

4c Se una proposizione è riduttibile alla forma 
a.xeh.xehiQ.l), 
ove X è una indeterminata, a e b sono proposizioni non contenenti 
X, e hy h sono classi, la stessa proposizione si può scrivere, elimi- 
nando X, 

a.h n /i — = A-D^ *• 
Eliminando e dall'Ass. Vili con questa regola si ha la 22, da cui, 
con trasformazioni, le 24 e 26. 

Dall'Ass. Vili si potrebbe pure eliminare a. Il risultato è la pro- 
posizione poco interessante : 

ft,c, del. 0' d'crsc'h^d^b. 
« Se &, e, d sono punti, allora ogni punto comune ai due raggi 
d!c e dì) appartiene al raggio Wh ». 

§7. 

DalFAss. IX eliminando ì) si ha la 2, o con scambio di lettere la 
3, la quale unita con una del § precedente, dà luogo alla 4. 

Eliminando e dalla 5 si ha la 6, da cui si ricavano in modo ana- 
logo al precedente le 7 e 8. Eliminando a dalla stessa proposizione 
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si ha la 22; eliminando d si ha la 27. L*eliminazione di b darebbe 
nulla d'importante. 

Le proposizioni più importanti di questo § sono le 4, 16, 19, 20, 
21, 30, 31, 35, 43, 46. 

Le altre, o sono trasformazioni intermediarie, oppure proposizioni 
che saranno completate dagli assiomi che seguono. 

§8. 

Air Assioma X si può sostituire la proposizione seguente: 

a, & e 1 . e, é? e a'& : .*. e € 1 . e, é? € ae : - = e A- 
«Seaeì) sono punti, ec,d sono punti del raggio a% allora esiste 
un punto e tale che i punti e ed appartengano al segmento ae ». 

Si immagini una porzione di superficie qualunque, e dicansi 1 i 
punti intemi ad essa. Si supponga che esista sempre uno ed un 
solo arco di geodetica congiungente due punti qualunque della su- 
perficie data, e che esso sia sempre interno alla porzione consi- 
derata. Indicando con ab l'arco di geodetica che unisce i due punti 
a e bj interni a quella porzione di superficie, sussisteranno tutti 
gli assiomi precedenti il X; questo, a seconda dei casi, potrà essere 
vero, non; quindi esso non è conseguenza dei precedenti. 

Le proposizioni più importanti di questo § sono le 4, 12, 15, 19. 

§9. 

Gli assiomi X e XI si possono sostituire con questa sola propo- 
sizione : 

a,b,c,del .p,qeab. p,qecd.p'^:=q:0''' a?, yel.a, 6, e, 

4t Se a, 6, e, 6? sono punti ed i segmenti ab e ed hanno comuni 
due punti distinti, quei quattro punti appartengono ad uno stesso 
segmento ». 

Sono a notarsi le P. 3, 5, 8, 15, ecc. 

Molte altre proposizioni si possono dedurre dagli assiomi finora 
enunciati. Si lascia al lettore la cura di esaminare da quali di 



Digitized by 



Google 



— 37 — 

questi assiomi dipendano le proposizioni seguenti, ed altre analoghe : 
a, &, e € 1 . : ac a& : = . e € a u a& u &. 
» ac :=z ai) , := , e =^ì), 

» a'co(i'b' = -cea^jb^ a'b. 

» 6c a'& . = . e € & w a'b. 

» &a = Va. = .ce a! ab. 

§ 10. 

PI. « Esistono dei punti non contenuti in una data retta ». Questo 
Ass. occorre solo in §11 P28, onde poter dedurre che quattro punti 
collineari sono anche complanari. 

Nelle P22, 31 i punti (...) stanno per brevità al posto di termini, 
scritti nella P32. 

Si notino le P". 6, 9, 13-15, 27, 32, ecc. 

§ 11. 

Si notino le P. 4, 6, 7, 10, 15, 16, ecc. 

La dimostrazione della P17, benché lunga, è per concetto sem- 
plice. Si fa vedere che le varie parti della figura ((ib&i\ diversa- 
mente raggruppate, formano la figura (abdy. Da essa si deduce una 
successione di altre, di cui le ultime, più importanti, sono le 24 e 25. 

§ 12. 

L'assioma XV dice « dato un piano, esistono dei punti non con- 
tenuti in esso ». 

Di questa proposizione non avremo occasione di fare uso nelle 
poche proposizioni seguenti. Essa però è necessaria in altre ri- 
cerche. 

L'assioma XYI dice: « dato un piano, e due punti da bande opposte 
del piano, allora ogni punto dello spazio o sta sul piano dato, ovvero 
uno dei segmenti che lo uniscono ai punti dati incontra il piano ». 
Questa proposizione dice in sostanza che lo spazio che noi conside- 
riamo è a tre dimensioni. Questo assioma serve per dimostrare la 
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proposizione che segue « due piani aventi un punto comune, hanno 
comune una retta ». 

Si osservi però che si può dimostrare, senza bisogno degli assiomi 
del presente paragrafo, la proposizione: 

pe8,a, &,c, c?€jp.a- = &.c-=é«.eel.e-€p:o.-. r€2 

. r (ea&y . r (ecrf)" : -= r A- 
« I piani che uniscono un punto e con due rette ab e ed d'uno 
stesso piano non passante per e s'incontrano secondo una retta ». 
Di questo solo caso particolare si fa uso nella Geometria di posi- 
zione. Di qui (e dall' Ass. XV) si deduce il noto teorema sui trian- 
goli omologici, e le innumerevoli conseguenze. Quindi la Geometria 
di posizione non ha bisogno dell'Assioma XVI. 



APPENDICE 



Delle parallele. 

Le parallele si possono definire, coi concetti finora introdotti, o 
secondo Euclide, o secondo la Pangeometria ; quindi si può svilup- 
parne la teoria. 

Che il postulato di Euclide sulle parallele non sia contenuto negli 
Assiomi qui enunciati, risulta da ciò, che, se col segno 1 si inten- 
dono i punti interni ad una data sfera, o ad un dato solido convesso, 
e ad ab si attribuisce il comune significato, allora sussistono tutti 
gli assiomi finora enunciati; ma non è verificato il postulato di 
Euclide. 

Attenendoci quindi ai metodi della Pangeometria, daremo della 
relazione « il raggio a'b è parallelo al raggio cfd », e che indiche- 
remo con a^b\\dd, la seguente 

Definizione. 
a,b,Cydel .q: a'b\\&d.z=,b&d=da'b. 
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Le dimostrazioni che si danno in Pangeometria delle proprietà 
delle parallele sono tutte basate sulle idee di moto e di grandezza. 
È quindi interessante di vedere quali proprietà si possano dedurre 
dai soli Assiomi qui enunciati. 

L'esistenza di un raggio passante per un dato punto e parallelo 
ad un dato raggio si può dimostrare, ove si ammetta il seguente 

Assioma XVII. 
h € Gnv ,a,l)^l.a^h,l)-^h:^.\x^a^ab^ì),ax'^h .hoo 

« Se ^ è una figura convessa, e se a e 6 sono punti, il primo 
appartenente a h, il secondo non, allora si può determinare un 
punto X, appartenente al segmento ab o ai suoi estremi, in guisa 
€he il segmento a^ sia contenuto in h, e il segmento hx sia tutto 
fuori di h. 

Questo Assioma, che esprime in parte la proprietà che suolsi 
chiamare la continuità della retta, è necessario in molte altre que- 
stioni. 
Si possono allora dimostrare le proposizioni 
a, &, e, rf e 1 . a'ì) \\ dd : o . dd || à!ì> . 

» » .e^à!h\^.o!e^dd. 

a, b,c,<l,e,f€l. a'b \\ df. dd\\ df: o • a'b \\ef. 

Del moto. 

n trasporto d'una figura rigida da una posizione ad un'altra dello 
spazio, è un ente che occorre assumere senza definizione, ovvero 
si può definire mediante gli enti finora introdotti? 

Possiamo assumere come noto il concetto di corrispondenza o di 
funzione, per cui ad ogni ente d'un dato sistema si fa corrispon- 
dere un nuovo ente dello stesso o d'un altro sistema, e ritenerlo 
appartenente alla Logica ; nel mio opuscolo « Arithmetices prin- 
cipia » ne sono esposte alcune proprietà. 

Allora si può definire l'omografia, come una corrispondenza dei 
punti dello spazio, ed il trasporto d'una figura da una posizione ad 
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un'altra, ossia l'eguaglianza di due figure come una particolare 
omografia. 

Delle figure convesse. 

Nelle pagine precedenti furono sviluppate parecchie proprietà 
delle figure convesse. Meritano ancora interesse le seguenti pro- 
prietà metriche.. 

« Se 7^ è una figura piana, convessa, finita, il limite superiore 
delle aree poligonali interne ad /^ è eguale al limite inferiore delle 
aree poligonali contenenti nel loro interno h; e il limite superiore 
dei perimetri dei primi poligoni (supposti convessi) è eguale al limite 
inferiore dei perimetri dei secondi poligoni ». 

Sussiste una proprietà analoga per le figure solide. 
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